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1. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

1. 1. Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ íîâûõ òî÷íûõ ðåøåíèé â õîðîøî èç-

âåñòíûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ìîäåëÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Îáúåêòîì èçó÷å-

íèÿ â ðàìêàõ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû (ñòàòèñòè÷åñêèå àíñàì-

áëè) èç N ÷àñòèö, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ñ çàäàííîé ïî-

òåíöèàëüíîé ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ U(x1, . . . , xN), ãäå x1, . . . , xN � êîîð-

äèíàòû ÷àñòèö. Ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûìè âåëè÷èíàìè â òàêèõ ìîäåëÿõ ÿâ-

ëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå: ñðåäíåå ïîëîæåíèå ÷àñòèö
〈
x
〉
, äèñïåðñèÿ〈

x2
〉
−
〈
x
〉2
, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ

〈
U
〉
è äðóãèå àíàëîãè÷íûå âåëè÷èíû.

Òî÷íîå âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ âåëè÷èí (òàêæå íàçûâàåìûõ êîððåëÿòîðàìè)

ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èçâåñòíî óíè-

âåðñàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ïðîñòåéøèõ ñëó-

÷àåâ, êîãäà ïîòåíöèàë U(x1, . . . , xN) êâàäðàòè÷åí (Ãàóññîâ). Ïî ýòîé ïðè÷èíå

äëÿ èçó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæå-

íèÿ: íàïðèìåð, òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë (ïðåäåë áîëüøèõ N) èëè êâàçè-

êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (ïðåäåë ìàëûõ ~ äëÿ U 7→ U/~).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, èñïîëüçóÿ ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ êîíêðåòíîé ìîäåëè

ìåòîäèêè è ïðèåìû, óäàåòñÿ âû÷èñëèòü òî÷íî íåêîòîðûé êîððåëÿòîð èëè öå-

ëîå ñåìåéñòâî êîððåëÿòîðîâ. Òàêèå òî÷íûå ðåøåíèÿ, åñòåñòâåííî, ïîçâîëÿþò

ïîëó÷èòü î ìîäåëè áîëüøå èíôîðìàöèè, íåæåëè ëþáûå ïðèáëèæåííûå; è â

ýòîì ñîñòîèò èõ öåííîñòü. Êðîìå ýòîãî, òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ

èíòåãðàëîâ ìîãóò ñîäåðæàòü â ñåáå íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè è ïîýòîìó

ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêæå è ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñòîé ìàòåìàòèêè.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì îðèãèíàëüíûõ ìåòîäèê ïîëó-
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÷åí ðÿä òî÷íûõ ðåøåíèé â íåñêîëüêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, â îñíîâíîì

îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé. Â òàêèõ ìîäå-

ëÿõ êîîðäèíàòû ÷àñòèö èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêî-

òîðîé ìàòðèöû, à ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ñëåäóåò èç åñòåñòâåííîé ìåðû

èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö è, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ ïîïàðíûì

ëîãàðèôìè÷åñêèì îòòàëêèâàíèåì.

Ïðîñòåéøèì è â òî æå âðåìÿ ðåïðåçåíòàòèâíûì ïðèìåðîì òàêèõ ìîäåëåé

ÿâëÿåòñÿ Ýðìèòîâà ìàòðè÷íàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé îñíîâíîé äèíàìè÷åñêîé âå-

ëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ N × N Ýðìèòîâà ìàòðèöà φ, à íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû

ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ SU(N)�èíâàðèàíòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå îò ñëå-

äîâ ñòåïåíåé ýòîé ìàòðèöû

〈
tr φi1 . . . tr φim

〉
=

1

CN

∫
N×N

tr φi1 . . . tr φim e−tr V (φ) dφ, (1)

ãäå V � ïðîèçâîëüíûé ïîòåíöèàë. Êàê ëåãêî ïîêàçàòü, ïðè ïåðåõîäå îò ìàò-

ðè÷íîé ïåðåìåííîé φ ê åå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì x1, . . . , xN ýòà ìîäåëü ïðè-

íèìàåò âèä ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû èç N ÷àñòèö íà ïðÿìîé ñ êîîðäèíàòàìè

x1, . . . , xN , êîòîðûå ïîìåùåíû â îáùèé ïîòåíöèàë V (x) è ïîïàðíî îòòàëêè-

âàþòñÿ äðóã îò äðóãà ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó çàêîíó

U(x1, . . . , xN) = −
∑
i

V (xi) +
∑
i<j

log |xi − xj|2. (2)

Âïåðâûå ìîäåëè òàêîãî òèïà èçó÷àëèñü åùå â ðàáîòàõ Å.Âèãíåðà è Ô.Äàéñîíà,

êîòîðûõ èíòåðåñîâàëî ïðèìåíåíèå òàêèõ ìîäåëåé ê âû÷èñëåíèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè àòîìíûõ ÿäåð. Âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ÷òî ìàò-

ðè÷íûå ìîäåëè îáëàäàþò öåëûì ðÿäîì äðóãèõ ïðèëîæåíèé, ïîä÷àñ âåñüìà

äàëåêèõ îò èñõîäíîé çàäà÷è î ñïåêòðàõ ÿäåð: êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà, ïðî-

áëåìû ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà [1], êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ [2], òåîðèÿ ñòðóí [3] è
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èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû â ôèçèêå [4, 5], òåîðèÿ ÷èñåë è êîìáèíàòîðèêà ãðà-

ôîâ [6] íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ â ìàòåìàòèêå � âîò ëèøü íåêîòîðûå èç

ýòèõ ïðèëîæåíèé.

Äàëåêî íå âî âñåõ èç ýòèõ ïðèëîæåíèé äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàíèÿ ñòàí-

äàðòíûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ; ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìàÿ äå-

òàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ êîíêðåòíîé ìîäåëè íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

â ðàìêàõ èçâåñòíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðîãðåññ â òî÷íîì (íå ïðèáëèæåííîì) âû-

÷èñëåíèè êîððåëÿòîðîâ â ìàòðè÷íûõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, òàêèì îáðà-

çîì, ìîæåò ñòèìóëèðîâàòü ïðîäâèæåíèå â öåëîì ðÿäå îáëàñòåé ñîâðåìåííîé

ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôàêòîðîâ, îáîñíîâûâàþùèõ

àêòóàëüíîñòü âûáîðà òåìû äèññåðòàöèè è ïîëó÷åííûõ â õîäå èññëåäîâàíèÿ

ðåçóëüòàòîâ.

Íàêîíåö, ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé àêòóàëüíî åùå è ïîòî-

ìó, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûå àñèìïòîòèêè, êîòî-

ðûå òðóäíî èëè âîîáùå íåâîçìîæíî âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè.

Èëëþñòðàöèåé ýòîãî ôåíîìåíà ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóìåðíîãî

Äàéñîíîâñêîãî ãàçà [7�9], êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñèñòåìó èç N ÷àñòèö

íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xN ; y1, . . . , yN è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

U(x1, y1, . . . , xN , yN) = −
∑
i

(
x2i + y2i

)
+
∑
i<j

log
[
(xi − xj)2 + (yi − yj)2

]
. (3)

Îäíîé èç ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûõ âåëè÷èí â äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñðåäíÿÿ

ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñèñòåìû

EN =

〈∑
i<j

log
[
(xi − xj)2 + (yi − yj)2

]〉
. (4)

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ìåòîäû, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ëè-
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äèðóþùóþ àñèìïòîòèêó ïðè ÷èñëå ÷àñòèö ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

EN ∼
1

2
N 2 lnN − N 2

4
+ . . . , (5)

îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå 1/N ïîïðàâîê ê äàííîìó òåðìîäèíà-

ìè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè. Â íàñòîÿùåé

äèññåðòàöèè ìû ñòðîèì EN êàê òî÷íîå ðåøåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíå-

íèÿ â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. Ïîëó÷åííîå òî÷íîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò

âû÷èñëèòü ïîïðàâêè äî ëþáîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî 1/N , ïîäòâåðæäàÿ òàêèì

îáðàçîì öåííîñòü äàííîãî ïîäõîäà â êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèÿõ è îáùóþ àê-

òóàëüíîñòü âûáîðà òåìû äèññåðòàöèè.

1. 2. Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ êîð-

ðåëÿòîðîâ (ñðåäíèõ) â ñòàòèñòè÷åñêèõ è ìàòðè÷íûõ ìîäåëÿõ. Â ÷àñòíîñòè,

1.2.1. Âû÷èñëåíèå òî÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé â Ýðìèòîâîé ìî-

äåëè â Ãàóññîâîì ïîòåíöèàëå V (φ) = φ2/2, òî åñòü, ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-

öèé äëÿ SU(N)-èíâàðèàíòíûõ êîððåëÿòîðîâ âíå âñåâîçìîæíûõ ïðèáëèæå-

íèé (ò.å. ïðè ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì N)

〈
tr φi1 . . . tr φim

〉
=

1

CN

∫
N×N

tr φi1 . . . tr φim exp

(
−1

2
tr φ2

)
dφ. (6)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òðè òèïà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, îòëè÷àþùèõ-

ñÿ âûáîðîì âåñà ñóììèðîâàíèÿ: ñòàíäàðòíûå (òàêæå èçâåñòíûå â òåîðèè ìàò-
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ðè÷íûõ ìîäåëåé êàê ðåçîëüâåíòû)

∞∑
i1=0

. . .
∞∑

im=0

〈
tr φi1 . . . tr φim

〉
xi11 . . . x

im
m =

〈
tr

1

1− x1φ
. . . tr

1

1− xmφ

〉
, (7)

ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

∞∑
i1=0

. . .
∞∑

im=0

〈
tr φi1 . . . tr φim

〉xi11
i1!

. . .
ximm
im!

=
〈

tr ex1φ . . . tr exmφ
〉

(8)

è Õàðåð-Öàãèðîâñêèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè〈
tr Erf

(
x1φ
)
. . . tr Erf

(
xmφ

)〉
, (9)

ãäå Erf(x) =
∑

k x
2k/(2k− 1)!! � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ îøèáîê. Öåëüþ

äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå âûøåîïèñàííûõ m-òî÷å÷íûõ êîð-

ðåëÿöèîííûõ ôóíêöèé è èäåíòèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, êîòîðûå

àäåêâàòíî îòðàæàþò èõ ñâîéñòâà.

1.2.2. Âû÷èñëåíèå ñðåäíåé Êóëîíîâñêîé ýíåðãèè

EN =

〈∑
i<j

log |zi − zj|2
〉
, (10)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ îòòàëêèâàíèÿ ÷àñòèö äâóìåðíîãî Äàéñî-

íîâñêîãî ãàçà � ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû èçN ÷àñòèö íà ïëîñêîñòè ñ êîìïëåêñ-

íûìè êîîðäèíàòàìè z1, . . . , zN è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ

U(z1, . . . , zN) = −
∑
i

|zi|2 + β
∑
i<j

log |zi − zj|2 (11)

ïðè ñïåöèàëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β (çàðÿäà ÷àñòèö) ðàâíîì åäèíèöå.

Ïîëó÷åíèå òî÷íîé ôîðìóëû äëÿ EN ïðè êîíå÷íîì è ïðîèçâîëüíîì N , à

òàêæå èññëåäîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà N → ∞. Â òåðìîäèíàìè-

÷åñêîì ïðåäåëå öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèòü, âõîäÿò ëè ïîëóöå-

ëûå ñòåïåíè 1/N â àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå EN ïðè áîëüøèõ N , à òàê-

æå âû÷èñëèòü íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî 1/N -ðàçëîæåíèÿ
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âåëè÷èíû EN è ïîêàçàòü ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòîãî

ðàçëîæåíèÿ äî ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

1.2.3. Íàõîæäåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñòàòñóììû ZHK ìî-

äåëè Ãóðâèöà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ZHK = exp

(
t

2
Ĥ

)
ex1+...+xN , (12)

ãäå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Ĥ =
N∑
i=1

x2i
∂2

∂x2i
+
∑
i6=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
(13)

èíîãäà íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Êàëîäæåðî.

Âûøåîïèñàííîå îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò ãëóáîêèå êîð-

íè â ñîâðåìåííîé òåîðèè ñòðóí [3]. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âûøåîïðåäå-

ëåííîé ñòàòñóììû ZHK â ðÿä ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xN íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè

Ãóðâèöà [10] è îòâå÷àþò íà âîïðîñ î ÷èñëå íàêðûòèé ñôåðû ïðîèçâîëüíîé ðè-

ìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ, ñ îäíîé ñëîæíîé è ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïðîñòûõ

òî÷åê âåòâëåíèÿ. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ äàòü áîëåå ôèçè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå äëÿ ýòîé ñòàòñóììû â âèäå ìàòðè÷íîãî èíòåãðàëà ïî Ýðìèòîâîé

ìàòðèöå φ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â âèäå ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî åå ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λN). Òàêîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, ñ îäíîé

ñòîðîíû, ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïî èçó÷åíèþ òåîðèè íàêðûòèé ñôåðû

ôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè, è íàîáîðîò, îòêðûâàåò íîâûå ïåðñïåêòèâû ïðèìåíå-

íèÿ òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.
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1. 3. Ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1.3.1.Ïîëó÷åíû ÿâíî ôîðìóëû äëÿ 1,2,3-òî÷å÷íûõ ôóíêöèé
〈

tr Erf
(
x1φ
)〉
,〈

tr Erf
(
x1φ
)
tr Erf

(
x2φ
)〉
,
〈

tr Erf
(
x1φ
)
tr Erf

(
x2φ
)
tr Erf

(
x3φ
)〉

â Ýðìèòîâîé

ìîäåëè, âíå ðàìîê âñåâîçìîæíûõ ïðèáëèæåíèé. Ýòè êîððåëÿöèîííûå ôóíê-

öèè âûðàæåíû ÿâíî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè (àðêòàíãåíñ), è ñôîðìó-

ëèðîâàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî âåñü ýòîò êëàññ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà âñòàâîê âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

1.3.2. Äëÿ äðóãèõ òèïîâ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (ýêñïîíåíöèàëüíûå

ôóíêöèè, ðåçîëüâåíòû) ïîëó÷åíû ÿâíûå èíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ, èçó÷åíà

ñòðóêòóðà ýòèõ âûðàæåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ.

1.3.3. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ âûøåîïèñàííûõ òî÷íûõ ðåøå-

íèé ê âû÷èñëåíèþ ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûõ àñèìïòîòèê â íàøåé ìîäåëè, â

÷àñòíîñòè, øèðîêî èçâåñòíîé ïîëóêðóãîâîé àñèìïòîòèêè Âèãíåðà [11].

1.3.4. Ñðåäíÿÿ Êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ îòòàëêèâàíèÿ EN â äâóìåðíîì Äàé-

ñîíîâñêîì ãàçå ïðè β = 1 ïðåäñòàâëåíà êàê ðåøåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà, ïîëó÷åíî òî÷íîå ðå-

øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â òåðìèíàõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè òèïà 3F2.

1.3.5. Âû÷èñëåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äàííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ

EN ïðè áîëüøèõ N âïëîòü äî ïîðÿäêà 1/N2, à òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà

ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ äî ïðîèçâîëüíî-

ãî ïîðÿäêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàçëîæåíèå èäåò ïî ïîëóöåëûì ñòåïåíÿì 1/N .

1.3.6. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà â ìîäåëè Ãóðâèöà, êàê

â òåðìèíàõ ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé φ, òàê è â òåðìèíàõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïå-

ðåìåííûõ λ1, . . . , λN (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé). Ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëåí â âèäå

ðÿäà, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî âûðàæåí ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè. Íàéäåíà òî÷íàÿ

ñóììà ðÿäà â òåðìèíàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî äåòåðìèíàíòà Âàíäåðìîíäà.
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1. 4. Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

1.4.1. Ïîëó÷åííûå òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ 1,2,3-òî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ

ôóíêöèé â Ãàóññîâîé Ýðìèòîâîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûì èçâåñòíûì ïðèìå-

ðîì òî÷íûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ ìàòðè÷íûõ êîððåëÿòîðîâ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

1.4.2. Ïîëó÷åííàÿ òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåé Êóëîíîâñêîé ýíåðãèè EN

â äâóìåðíîì Äàéñîíîâñêîì ãàçå ïðè β = 1 ïîçâîëèëà âû÷èñëèòü òåðìîäèíà-

ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó (ïðåäåë áîëüøèõ N) äî ïîðÿäêà 1/N2, ÷òî íå óäàâà-

ëîñü ñäåëàòü èíûìè ìåòîäàìè.

1.4.3. Ïîëó÷åííàÿ òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà â ìîäåëè Ãóðâèöà

ïðåäîñòàâëÿåò íîâóþ âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû (÷èñ-

ëà Ãóðâèöà è ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè) ôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ïðîãðåññ â íà-

ïðàâëåíèè ðàñøèðåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêîé è ìàòåìàòèêîé,

äîñòèãíóòûé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èññëåäîâàòåëüñêèìè ãðóïïàìè ïî âñå-

ìó ìèðó, ïîêàçûâàåò ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ïëîäîòâîðíîé

è äëÿ ôèçè÷åñêîé, è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóê.

1. 5. Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè è ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äî-

êëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: XVI ìåæäóíàðîäíàÿ ëåò-

íÿÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôèçèêè "Ïåòðîâñêèå ÷òåíèÿ� (Êàçàíü, 2004 ã.); IV,V,VI,VII ìåæäó-

íàðîäíûå øêîëû ÈÒÔ�ÈÒÝÔ ïî òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå

äëÿ îäàðåííîé ìîëîäåæè (Êèåâ, 2004, 2005, 2007,2008 ãã.); 4th International

Workshop �Quantum Particles and Fields� (Baku, September 19 � 24, 2005 ); 43rd
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International School of Subnuclear Physics (Erice, Italy, 29 August � 7 September

2005 ) Workshop on Geometric Methods in Theoretical Physics (Trieste, Italy,

July 2008); 46rd International School of Subnuclear Physics (Erice, Italy 29 August

� 7 September 2008 ); Second International Conference on String Field Theory

and Related Aspects(Moscow, April 2009); 2nd Workshop on Geometric Methods

in Theoretical Physics (Trieste, Italy, July 2009). Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè

îïóáëèêîâàíî 5 íàó÷íûõ ðàáîò.

1. 6. Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò îêîëî 55 íàèìåíîâà-

íèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 98 ñòðàíèö.
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2. Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ îáúåäèíÿåò ðåøåíèå òðåõ ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ çàäà÷,

ñâÿçàííûõ îáùåé êîíöåïöèåé âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ è åãî äàëüíåéøå-

ãî ïðèìåíåíèÿ ê ðàçëè÷íûì ïðèêëàäíûì àñïåêòàì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, îñíîâíàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ.

Èçëîæèì âêðàòöå ñîäåðæàíèå êàæäîé èç íèõ.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è î âû÷èñëåíèè òî÷íûõ êîððåëÿöè-

îííûõ ôóíêöèé â Ãàóññîâîé Ýðìèòîâîé ìàòðè÷íîé ìîäåëè, êîððåëÿòîðû â

êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ SU(N)-èíâàðèàíòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå〈
tr φi1 . . . tr φim

〉
=

1

CN

∫
N×N

tr φi1 . . . tr φim exp

(
−1

2
tr φ2

)
dφ. (14)

Ãëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ ââåäåíèÿ â òåîðèþ Ýðìèòîâîé ìîäåëè [12, 13] è îïèñà-

íèÿ îñíîâíûõ åå ñâîéñòâ, òàêèõ êàê ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîëíûìè è ñâÿç-

íûìè êîððåëÿòîðàìè, òîæäåñòâ Âèðàñîðî [15], èíòåãðèðóåìîñòè è óðàâíå-

íèÿ Òîäû [16]. Ïîñëå èçëîæåíèÿ ýòîãî èçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà,

ââîäÿòñÿ òðè òèïà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé (7),(8), (9) è ñòàâèòñÿ çàäà÷à î

òî÷íîì (âíå âñÿêèõ ïðèáëèæåíèé) âû÷èñëåíèè ýòèõ ôóíêöèé. Íåñìîòðÿ íà

òî, ÷òî Ýðìèòîâà ìàòðè÷íàÿ ìîäåëü áåç âñÿêîãî ñîìíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì

èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ ïðèìåðîâ ìàòðè÷íûõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñ-

íîâíîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé äëèòåëüíîå âðåìÿ áûëî ñîñðåäîòî÷åíî íà

èññëåäîâàíèè ñòðóêòóð è ñâîéñòâ, êîòîðûå ïðèñóùè ñèñòåìå â "òåðìîäèíà-

ìè÷åñêîì"ïðåäåëå áîëüøèõ N . Ñâîéñòâà ñèñòåìû ïðè êîíå÷íûõ N èçó÷àëèñü

íå ñòîëü òùàòåëüíî, è ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íå ñî-

äåðæèòñÿ â ëèòåðàòóðå. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïðåä-

ñòàâëÿþò èç ñåáÿ ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è.
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Åäèíñòâåííûé èçâåñòíûé ðàíåå ÷àñòíûé ñëó÷àé äàííîé çàäà÷è áûë ðàçî-

áðàí Õàðåðîì è Öàãèðîì [17, 18]. Èìè áûëî íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ

ñåìåéñòâà îäíîòî÷å÷íûõ êîððåëÿòîðîâ

〈
tr φ2

〉
= N 2,

〈
tr φ4

〉
= 2N 3 +N,

〈
tr φ6

〉
= 5N 4 + 10N 2,

〈
tr φ8

〉
= 14N 5 + 70N 3 + 21N,

〈
tr φ10

〉
= 42N 6 + 420N 4 + 483N 2,

〈
tr φ12

〉
= 132N 7 + 2310N 5 + 6468N 3 + 1485N,

〈
tr φ14

〉
= 429N 8 + 12012N 6 + 66066N 4 + 56628N 2.

Òî÷íîå ðåøåíèå Õàðåðà-Öàãèðà èìååò âèä〈
tr φ2k

〉
(2k − 1)!!

= êîýôôèöèåíò ïðè x2kλN â ôóíêöèè
λ

1− λ
1

(1− λ)− (1 + λ)x2
.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé

ìíîãîòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Èñïîëüçóÿ àïïàðàò èíòåãðèðóå-

ìûõ óðàâíåíèé Òîäû è òîæäåñòâà Âèðàñîðî, â ãëàâå âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íàÿ

ôîðìóëà äëÿ ñåìåéñòâà 2-òî÷å÷íûõ êîððåëÿòîðîâ (çäåñü ïðèâîäèòñÿ òîëüêî

ñåìåéñòâî íå÷åòíûõ êîððåëÿòîðîâ, äëÿ ñåìåéñòâà ÷åòíûõ êîððåëÿòîðîâ ðå-

12



øåíèå àíàëîãè÷íî è ïðèâîäèòñÿ â òåêñòå ãëàâû)〈
tr φ tr φ

〉
= N

〈
tr φ tr φ3

〉
= 3N 2

〈
tr φ tr φ5

〉
= 10N 3 + 5N,

〈
tr φtr φ7

〉
= 35N 4 + 70N 2,

〈
tr φ3 tr φ3

〉
= 12N 3 + 3N,

〈
tr φ3 tr φ5

〉
= 45N 4 + 60N 2,

〈
tr φ3 tr φ7

〉
= 168N 5 + 630N 3 + 147N,

〈
tr φ5 tr φ5

〉
= 180N 5 + 600N 3 + 165N,

〈
tr φ5 tr φ7

〉
= 700N 6 + 4900N 4 + 4795N 2,

êîòîðàÿ èìååò âèä〈
tr φ2i+1tr φ2j+1

〉
(2i+ 1)!!(2j + 1)!!

= êîýôôèöèåíò ïðè x2k+1y2m+1λN

â ôóíêöèè
λ

(λ− 1)3/2

arctan

(
xy
√
λ− 1√

λ− 1 + (λ+ 1)(x2 + y2)

)
√
λ− 1 + (λ+ 1)(x2 + y2)

.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöè-

ÿõ íå ÿâëÿëîñü à-ïðèîðè îæèäàåìûì ñâîéñòâîì ìîäåëè, íàïðîòèâ, îæèäà-

ëîñü ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà àðãóìåíòîâ òî÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

(âíå ðàçëîæåíèÿ ïî ðîäàì!) ïåðåñòàåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó ýëåìåíòàðíûõ.

Äàííîå ÿâíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîíòðïðèìåð è ïîêàçûâàåò, ÷òî

ñâîéñòâî ýëåìåíòàðíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà àðãóìåíòîâ.

Äàëåå, ïðèâîäèòñÿ (ââèäó íåêîòîðîé ãðîìîçäêîñòè, áåç ïîäðîáíîãî ðå-

øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé) âûðàæåíèå äëÿ 3-
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òî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå ïðèíàäëåæèò ê êëàñ-

ñó ýëåìåíòàðíûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò âûäâèíóòü ãèïîòåçó, ÷òî âñå ñåìåéñòâî êîð-

ðåëÿöèîííûõ ôóíêöèé Õàðåðà-Öàãèðà â Ýðìèòîâîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ýëå-

ìåíòàðíûìè è âûðàæàþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îïðåäåëåííîãî âèäà

àðêòàíãåíñîâ. Ýòî ñîâåðøåííî íîâîå ñâîéñòâî ìîäåëè, íå èçâåñòíîå ðàíåå.

Çàòåì îò ýòèõ ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè òèïà (9),

ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä ê êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì òèïà (8), äëÿ êîòîðûõ

âûâîäèòñÿ èíòåðåñíàÿ ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñ ëîêàëüíîé ìåðîé

è êîíòóðíî-èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òàêæå âïëîòü äî 3-òî÷å÷íûõ ôóíê-

öèé. Íàêîíåö, ôóíêöèè òèïà (9) ïðèìåíÿþòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñòàíäàðòíûõ

êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé òèïà (7) â ðàìêàõ ðàçëîæåíèÿ ïî ðîäó (ïåòëåâîãî

ðàçëîæåíèÿ), ÷òî ïîêàçûâàåò ïðèìåíèìîñòü â äàííîì ñëó÷àå òåõíèêè òî÷íûõ

êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ê ðåøåíèþ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ñðåäíåé ýíåðãèè Êóëî-

íîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ â äâóìåðíîì Äàéñîíîâñêîì ãàçå � ñèñòåìå N ÷àñòèö

íà ïëîñêîñòè ñ êîìïëåêñíûìè êîîðäèíàòàìè z1, . . . , zN è ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-

ãèåé (11). Ñðåäíÿÿ Êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ äàåòñÿ êîððåëÿòîðîì â ýòîé ìîäåëè

EN =

〈∑
i<j

log |zi − zj|2
〉
, (15)

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ 2N-êðàòíûé èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé ëîãàðèô-

ìû. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå òàêîãî èíòåãðàëà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êî-

íå÷íîãî N íåïðîñòî. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íàìè ïðèìåíåí èçâåñòíûé

è õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ìåòîä ðåïëèê:

EN = lim
ε→0

eN(ε)− 1

ε
, eN(ε) =

〈∑
i<j

|zi − zj|2ε
〉
. (16)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ëîãàðèôìîâ ïîä çíàêîì èíòå-

ãðàëà è ñâåñòè çàäà÷ó ê óñðåäíåíèþ ïîëèíîìîâ â ýêñïîíåíöèàëüíîì ôîíå,
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òî åñòü, ïî ñóòè, ñâåñòè åå ê Ãàóññîâûì èíòåãðàëàì. Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå

ñîñòîèò â âûáîðå ñïåöèàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β = 1, ïîñëå ÷åãî óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ, ÷òî êîððåëÿòîð eN(ε) óäîâëåòâîðÿåò ðåêóðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ

(N + 1)(ε+ 2N + 3)(ε+ 2N + 4)eN(ε)−

− 2(12 + 34N + 26N 2 + 6N 3 + 5ε+ 10Nε+ 4N 2ε+ ε2 +Nε2)eN+1(ε) +

+ (N + 1)(12N 2 + 38N + 4Nε+ ε2 + 5ε+ 24)eN+2(ε)−

− 4(N + 2)(N + 1)2eN+3(ε) = 0. (17)

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è ìåòîä ðåïëèê

eN(ε) =
N(N − 1)

2
+ εEN + . . . (18)

âîññòàíàâëèâàåòñÿ óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñàìà ñðåäíÿÿ Êóëî-

íîâñêàÿ ýíåðãèÿ:

2(2N + 3)(N + 2)(N + 1)EN −

− 4(N + 2)(3N 2 + 7N + 3)EN+1 +

+ 2(N + 1)(6N 2 + 19N + 12)EN+2 −

− 4(N + 2)(N + 1)2EN+3 + (3N + 5)(N + 1) = 0. (19)
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Çàòåì âûâîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

EN =
N 2Ψ(N)

2
− N 2

4
+

3N

4
+

1

4
+
Nγ

2
−

− Γ (N + 3/2)

Γ (N + 2) Γ (3/2)
3F2

 1, N − 1, N + 3/2

N + 2, N + 1

∣∣∣∣∣∣ 1

 ,

âû÷èñëÿåòñÿ åãî òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðè áîëüøèõ N

EN =
1

2
N 2 lnN − N 2

4
+

(
1

2
+

1

2
γ

)
N +

5

24
− 4N 1/2

3
√
π

+

+
N−1/2

30
√
π
− 107N−3/2

3360
√
π

+
N−2

240
+ . . .

è äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ðàçëîæåíèå èäåò ïî ïî-

ëóöåëûì ñòåïåíÿì 1/N . Ýòî íåî÷åâèäíîå ñâîéñòâî ìîäåëè, êîòîðîå ïðåæäå

íå óäàâàëîñü âûâåñòè ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç

ïîëó÷åííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è îá èíòåãðàëüíîì (ñòàòèñòè÷åñêîì)

ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ñòàòñóììû ìîäåëè Ãóðâèöà, îïðåäåëÿþùåéñÿ âûðàæåíè-

åì

ZHK = exp

(
t

2
Ĥ

)
ex1+...+xN , (20)

ãäå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Ĥ =
N∑
i=1

x2i
∂2

∂x2i
+
∑
i6=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
(21)
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ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì õîðîøî èçâåñòíîé ñèñòåìû Êàëîä-

æåðî. Êëþ÷åâûì øàãîì â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ïåðåìåí-

íûõ x1, . . . , xN ê ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé ψ, ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êîòî-

ðîé îíè ÿâëÿþòñÿ.

Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ĥ ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä

Ĥ = ψkjψil
∂2

∂ψij∂ψkl
= tr

(
ψ

∂

∂ψT

)2

−Ntr

(
ψ

∂

∂ψT

)
(22)

è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ìàòðè÷íûé èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà∫
dφ exp

(
− 1

2t
tr φ2 + V (φ, t) + tr φÂ

)
= exp

(
t

2
tr Â2

)
, (23)

ãäå ìàòðè÷íûé îïåðàòîð Â = ψ
∂

∂ψT
, à V (φ, t) � íåèçâåñòíûé èñêîìûé ïîòåí-

öèàë ìîäåëè Ãóðâèöà, êîòîðûé âîçíèêàåò â ñèëó íåêîììóòàòèâíîñòè ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû Â (äëÿ ìàòðèöû ñ ÷èñëîâûìè ýëåìåíòàìè ýòî òîæäåñòâî áûëî

áû âåðíî ïðè V (φ, t) = 0 â ñèëó Ãàóññîâà èíòåãðèðîâàíèÿ).

Ñòàðòîâîé òî÷êîé â ðåøåíèè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ, êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò â

òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, ñèììåòðèéíûå ñîîáðàæåíèÿ. Â äàííîé ìîäåëè íàèáî-

ëåå îáùèé âèä ïîòåíöèàëà V (φ), êîòîðîãî ìîæíî îæèäàòü â ñèëó SU(N)-

èíâàðèàíòíîñòè, èìååò âèä ðÿäà ïî èíâàðèàíòíûì âåëè÷èíàì � ñëåäàì ñòå-

ïåíåé ìàòðèöû, tr φi:

V
(
φ, t
)

= α(t) + αi(t) tr φi + αij(t) tr φi tr φj + αijk(t) tr φi tr φj tr φk + . . . ,

íåñêîëüêî (âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå êîëè÷åñòâî) ïåðâûõ ÷ëå-

íîâ â êîòîðîì ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ìàò-

ðè÷íîãî èíòåãðàëà (23) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t è ó÷èòûâàÿ â êàæäîì ïîðÿäêå
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ýôôåêòû íåêîììóòàòèâíîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Â. Ýòî âû÷èñëåíèå äàåò

V (φ, t) = − t

24
N(N 2 − 1) +

1

24
tr φ2tr φ0 − 1

24
tr φ1tr φ1 − 1

2880
tr φ4tr φ0+

+
1

720
tr φ3tr φ1 − 1

960
tr φ2tr φ2 +

1

181440
tr φ6tr φ0 − 1

30240
tr φ5tr φ1 + . . . .

Âñå âû÷èñëåííûå òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíòû îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé

V
(
φ, t
)

= − t

24
N(N 2 − 1) +

∞∑
(i,j)>(0,0)

(−1)j

2(i+ j)

Bi+j

i!j!
tr φi tr φj,

ãäå Bk � ýòî ÷èñëà Áåðíóëëè,

B2 =
1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
, B8 = − 1

30
, B10 =

5

66
, B12 = − 691

2730
, . . . ,

îïðåäåëÿþùèåñÿ ñâîåé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

∞∑
k=2

Bkz
k/k! = z/2 coth(z/2)− 1.

Òàêèì îáðàçîì íàéäåí (ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà) òî÷íûé ïîòåíöèàë ìîäåëè

Ãóðâèöà. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (23), äëÿ ñàìîé ñòàòñóììû ìîäåëè Ãóðâèöà

èìååì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ZHK =

∫
N×N

dφ exp

(
− 1

2t
tr φ2 + V (φ, t) + tr

(
eφ−Nt/2ψ

))
. (24)

Ýòîò èíòåãðàë äîïóñêàåò åùå íåñêîëüêî óïðîùåíèé. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî òî÷íî

ïðîñóììèðîâàòü ðÿä ÷èñåë Áåðíóëëè â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ:

∞∑
i,j=0

i+j≥2

(−1)j

2(i+ j)

Bi+j

i!j!
tr φi tr φj =

∞∑
m=2

Bm

2m ·m!
tr
(
φ⊗ I − I ⊗ φ

)m
=
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=
1

2
tr log

sinh
(
φ⊗I−I⊗φ

2

)
(
φ⊗I−I⊗φ

2

)
 ,

òàê ÷òî èíòåãðàë ïðèìåò âèä

∫
N×N

√√√√√det

sinh
(
φ⊗I−I⊗φ

2

)
(
φ⊗I−I⊗φ

2

)
 dφ exp

(
− 1

2t
tr φ2 + tr

(
eφ−Nt/2ψ

))
. (25)

Âî-âòîðûõ, ìîæíî ïåðåéòè îò èíòåãðàëà ïî ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé φ ê èíòå-

ãðàëó ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λN . Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïðèìåò âèä

∫
dNλ

∏
i<j

λi − λj
xi − xj

exp

(
− 1

2t

N∑
i=1

λ2i −
2N − 1

2

N∑
i=1

λi − t
N 3

6
+ t

N

24
+

N∑
i=1

eλixi

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ äëÿ ñòàòñóììû Ãóðâèöà (èçíà÷àëüíî èçâåñòíîé ëèøü â ôîðìå (20) )

ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Ïîëó÷åííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü ïî-

ëåçíî ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè òåîðèè Ãóðâèöà è ñâÿçàíûõ îáëàñòåé.
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